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Resumen. En este art́ıculo se estudian las conexiones entre los espacios to-
pológicos finitos, las FD-relaciones (o bases de datos) y las funciones submo-
dulares. Se interpretan las propiedades de los operadores de clausura de un
espacio topológico finito en términos de FD-relaciones y funciones submodu-
lares, como también algunos conceptos y propiedades tales como: puntos de
acumulación, punto exterior, conjunto cerrado, conjunto denso y los axiomas
de separación.
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and separation axioms.
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1. Introducción
Las estructuras matemáticas de dependencia funcional comúnmente conocidas
como FD-relaciones, son propias de la Teoŕıa de las bases de datos, introduci-
das por Armstrong en [1]. Estas también se han utilizado para describir y com-
prender las teoŕıas que estudian: topoloǵıas, matroides, ret́ıculos distributivos,
variables aleatorias y sus funciones de entroṕıa, redes de flujo y de información
y juegos, entre otros, ver por ejemplo [2], [3] y [5].
La definición de FD-relación que se utiliza en este art́ıculo es la que presenta
Matus en [3]. Alĺı el autor da la definición de FD-relación desde un punto de
vista conjuntista mediante el siguiente sistema de axiomas: Sea E un conjunto
finito, una FD-relación N es un subconjunto de 2E × 2E que satisface:
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(FD1) Si I ⊆ J ⊆ E, entonces (J, I) ∈ N .
(FD2) Si (I, J), (J,K) ∈ N , entonces (I,K) ∈ N .
(FD3) Si (I, J), (I,K) ∈ N , entonces (I, J ∪K) ∈ N .
Ejemplo 1.1. La relación de contenencia considerada sobre un conjunto E,
define la FD-relación más pequeña que se puede construir sobre dicho conjunto.
Esta corresponde a la colección de aquellas parejas en 2E × 2E cuya segunda
componente es un subconjunto de la primera componente. Se notará esta FD-
relación por NE . Es claro que la FD-relación NE está contenida en cualquier
otra FD-relación definida sobre E. Por ejemplo, si E = {a, b}, entonces
NE = {(φ, φ), ({a}, φ), ({b}, φ),({a, b}, φ), ({a}, {a}), ({b}, {b}),
({a, b}, {a}), ({a, b}, {b}), ({a, b}, {a, b})}.
Uno de los resultados más interesantes que se presentan en [3] y [5] es la relación
biuńıvoca entre las FD-relaciones y los operadores de clausura.
Los operadores de clausura están entre los objetos más conocidos en ma-
temáticas. Estos permiten definir ciertas estructuras matemáticas, entre las
cuales se encuentran los espacios topológicos. Sea E un conjunto, un operador
c : 2E → 2E es de clausura si satisface las siguientes propiedades:
(CL1) I ⊆ c(I) Proyección.
(CL2) Si I ⊆ J , entonces c(I) ⊆ c(J) Monotońıa.
(CL3) c(I) = c(c(I)) Idempotencia.
Los operadores de clausura de los espacios topológicos satisfacen además las
propiedades:






Otro de los resultados que se presentan en [3] y [5], es la conexión biuńıvoca
entre las FD-relaciones, los operadores de clausura y las clases de funciones
submodulares.
Las funciones submodulares aparecen comúnmente en Teoŕıa de Matroides,
Teoŕıa de Grafos, Teoŕıa de Juegos y algunos problemas de optimización lineal,
donde se destaca su uso en el Algoritmo Greedy, ver [2]. Sea E un conjunto
finito, una función f : 2E → R es submodular si satisface la propiedad
f(A) + f(B) ≥ f(A ∪B) + f(A ∩B), para todo A,B ⊆ E. (1)
f se dice no decreciente, si para todo A ⊆ B ⊆ E, f(A) ≤ f(B). f se dice
polimatroide si es submodular, no decreciente y se anula en el conjunto vaćıo.
Este art́ıculo está organizado de la siguiente manera: en la Sección 2, se
establecen las conexiones entre FD-relaciones, operadores de clausura y fun-
ciones submodulares siguiendo los lineamientos de [3] y [5]. En la Sección 3,
se interpretan las propiedades (CT4) y (CT5) en términos de FD-relaciones
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y funciones submodulares, de igual manera, se caracterizan algunos conceptos
propios de los espacios topológicos finitos tales como conjunto cerrado, conjun-
to denso, puntos de acumulación, punto exterior y los axiomas de separación.
En la Sección 4, se presentan las conclusiones y se proponen algunas ideas que
se podŕıan abordar en futuras investigaciones.
Listamos a continuación la notación que se usará y se enuncian algunos
conceptos básicos.
1. En el art́ıculo se ha reservado la letra E para denotar un conjunto finito.
2. El complemento de un conjunto A, se denota por Ac.
3. Sean X un conjunto finito, y P : 2X → Z una función de probabilidad
dada por P (Y ) = |Y ||X| , para Y ⊆ X. Se define la entroṕıa de Y como
H(Y ) = −
∑
y∈Y
P (y) lnP (y).
2. FD-relaciones, operadores de clausura y fun-
ciones submodulares
En esta sección se presentan las proposiciones que establecen la relación entre
las FD-relaciones, los operadores de clausura y las funciones submodulares no
decrecientes. Los detalles de algunas demostraciones pueden encontrarse en [3],
[4] y [5].
En el siguiente resultado se muestra la relación biuńıvoca que existe entre
las FD-relaciones y los operadores de clausura.






(ii) Sea c un operador de clausura sobre E. Entonces,
Nc = {(I, J) ∈ 2E × 2E : J ⊆ c(I)} (3)
es una FD-relación.
(iii) Si N es una FD-relación, entonces N = NcN .
(iv) Si c es un operador de clausura, entonces c = cNc .
A continuación se presenta una relación entre funciones submodulares, no de-
crecientes, FD-relaciones y operadores de clausura.
Proposición 2.2. Sea f una función submodular no decreciente sobre un con-
junto E. Entonces:
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(i) El conjunto
Nf = {(I, J) ∈ 2E × 2E : f(I) = f(I ∪ J)} (4)
es una FD-relación.
(ii) El conjunto
cf (I) = {x ∈ E : f(I) = f(I ∪ x)} (5)
es un operador de clausura.
Una pregunta natural que surge cuando se tiene una FD-relación (o un operador
de clausura) es si existe una función submodular tal que N = Nf , (o c = cf ).
En las siguientes proposiciones se construyen funciones submodulares a valor
entero y de entroṕıa que satisfacen lo requerido.
Proposición 2.3. Para cada FD-relación N , existe por lo menos una función
submodular f no decreciente a valor entero tal que N = Nf .
Demostración. Para mostrar que la proposición es válida, se construye una
función fZ submodular, no decreciente a valor entero y se muestra queN = NfZ .
Sea N una FD-relación con soporte E, consideremos el conjunto
C = {I ∈ 2E : cN (I) =
⋃
(I,J)∈N
J = I}, (6)
y definamos para cada J ∈ C y para todo I ⊆ E, la función
qJ : 2
E → Z





I 7→ qφ(I) =
{
0, si I = φ,
1, si I 6= φ.
(8)
Note que la función qJ es submodular, pues para todo A,B ⊆ E:
1. Si A− J = φ y B − J = φ, entonces (A ∪B)− J = φ, (A ∩B)− J = φ.
Luego
qJ(A) + qJ(B) = qJ(A ∪B) + qJ(A ∩B) = 0.
2. Si A− J = φ y B − J 6= φ, entonces (A ∪B)− J 6= φ, (A ∩B)− J = φ.
Luego
qJ(A) + qJ(B) = qJ(A ∪B) + qJ(A ∩B) = 1.
3. Si A− J 6= φ y B − J 6= φ, entonces (A ∪B)− J 6= φ, (A ∩B)− J ⊇ φ.
Luego
2 = qJ(A) + qJ(B) ≥ qJ(A ∪B) + qJ(A ∩B).
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Además, la función qJ es no decreciente, si A ⊆ B ⊆ E, entonces qJ(A) ≤
qJ(B), pues A− J ⊆ B − J .
Por último, se define la función
fZ : 2
E → Z





La función fZ es submodular no decreciente, debido a que es suma de funciones
submodulares no decrecientes.
A continuación se mostrará que N = NfZ .
(⊆) Sea (I,K) ∈ N . Entonces, por la Proposición 2.1, K ⊆ cN (I). Veamos
que qJ(I) = qJ(I ∪K) para cada J ∈ C.
(i) Si qJ(I) = 1, entonces qφ(I − J) = 1, es decir, I − J 6= φ. Luego
(I ∪K)− J 6= φ y qφ((I ∪K)− J) = 1, de donde qJ(I ∪K) = 1.
(ii) Si qJ(I) = 0, entonces I−J = φ, es decir, I ⊆ J . Luego, cN (I)−J =
φ (pues si x ∈ cN (I) − J , entonces (I, x) ∈ N y como I ⊆ J ,
(J, I) ∈ N , luego por (FD2), (J, x) ∈ N , de donde x ∈ cN (J) = J
contradiciendo x ∈ cN (I)−J). Y como K ⊆ cN (I), K−J = φ, esto












Aśı, por la Proposición 2.2. (I,K) ∈ NfZ .
(⊇) Sea (I,K) ∈ NfZ , entonces fZ(I) = fZ(I ∪ K), esto es
∑
J∈C qJ(I) =∑
J∈C qJ(I ∪ K). Veamos que qJ(I) = qJ(I ∪ K) para todo J ∈ C. Su-
pongamos que para algún J ∈ C, qJ(I) = 0 y qJ(I ∪ K) = 1, como
fZ(I) = fZ(I ∪K), deberá existir J ′ tal que qJ′(I) = 1 y qJ′(I ∪K) = 0,
es decir I−J ′ 6= φ, de donde (I∪K)−J ′ 6= φ, de aqúı qJ′(I∪K) = 1 6= 0.
Entonces, qJ(I) = qJ(I ∪K) para todo J ∈ C.
Veamos ahora que (I,K) ∈ N . Si I ⊆ E, se tiene que I ∈ C o I /∈ C.
(i) Si I ∈ C, entonces qI(I) = qI(I ∪K) = 0, de donde (I ∪K) − I =
K − I = φ, luego K ⊆ I y por (FD1) se tiene que (I,K) ∈ N .
(ii) Si I /∈ C, entonces cN (I) ∈ C, luego qcN (I)(I) = qcN (I)(I ∪K) = 0,
de donde (I ∪ K) − cN (I) = K − cN (I) = φ. Aśı, K ⊆ cN (I) y
(I,K) ∈ N .
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Para mostrar la existencia de una función submodular no decreciente de en-
troṕıa, se presenta la construcción realizada por Varela en [5], la cual se obtiene
mediante el siguiente plan:
1. A partir de un conjunto especial A, definir una FD-relación NA (Propo-
sición 2.4).
2. Construir una función submodular no decreciente rA, asociada a la FD-
relación NA (Proposición 2.5).
3. Ver que toda FD-relación tiene la forma NA (Proposición 2.6).
A continuación se presentan las proposiciones que soportan la construcción.
Los detalles de las demostraciones se pueden encontrar en [5].
Proposición 2.4. (i) Sea E un conjunto finito. Para cada i ∈ E, sean Xi
un conjunto finito no vaćıo, XI =
∏
i∈I Xi para cada I ⊆ E y X = XE.
Además, si x = (xi)i∈E, entonces el conjunto NA definido de tal manera
que
(I, J) ∈ NA, si y sólo si xI = yI implica xJ = yJ para todo x, y ∈ A
es una FD-relación.
(ii) RAI := {(x, y) ∈ A × A : xI = yI} es una relación de equivalencia. Si
(I, J) ∈ NA, entonces RAI ⊆ RAJ . Esto quiere decir que A/RAI (X/R
denota el conjunto de clases de equivalencia definidas sobre X por una
relación de equivalencia R) es un refinamiento de A/RAJ .












es submodular y no decreciente.
Proposición 2.6. Toda FD-relación N con soporte E define una función sub-
modular rN .
Corolario 2.7. (i) Sea A un conjunto como en la Proposición 2.4. Entonces,
NrA = NA.
(ii) Sea rN la función submodular obtenida a partir de la FD-relación finita
N según la Proposición 2.5. Entonces N = NrA = NrN .
A partir de la construcción de la función submodular rA dada por (11), se
deducen las siguientes observaciones:
1. |A| es dos veces el número de elementos en 2E × 2E que no pertenecen a
la FD-relación N .
2. Si nI = |cN (I)|, entonces el número de parejas en 2E × 2E que tienen
como primera componente a I y no están en N está dado por
FI = 2
|E| − 2nI . (12)
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3. El número de elementos en cada clase A/RAI es uno o dos. Además, el





por consiguiente el número de clases en A/RAI con un elemento es |A| −
2SI .
Teniendo en cuenta las observaciones anteriores se puede escribir la función rA



























ln 2 + ln |A|.
Algorithm 1 Determinar la función submodular de entroṕıa
rA : 2
E → R
Require: Una FD-relación N definida sobre un conjunto finito E.
Ensure: Para cada I ⊆ E,
rA(I) =
{
ln |A| − 2SI|A| ln 2, si I 6= φ,
0, si I = φ.





nI = |cN (I)|
end for














Bolet́ın de Matemáticas 21(1) 33–52 (2014)
40 Humberto Sarria Zapata, Leonardo Roa Leguizamón & Raul Emilio Varela
El anterior algoritmo permite calcular los valores de la función rA para cualquier
FD-relación contenida propiamente en 2E × 2E o un operador de clausura
definido sobre E. Nótese que si N = 2E × 2E la función rA es constante.
Ejemplo 2.8. Sea E = {a, b, c}, consideremos el operador de clausura
c : 2E → 2E
φ 7→ φ
{a} 7→ {a, c}
{b} 7→ {b}
{c} 7→ {c}
{a, b} 7→ {a, b, c}
{a, c} 7→ {a, c}
{b, c} 7→ {b, c}
{a, b, c} 7→ {a, b, c}
Para cada I ⊆ E se calcula FI
Fφ = 8− 1 = 7
F{a} = 8− 4 = 4
F{b} = 8− 2 = 6
F{c} = 8− 2 = 6
F{a,b} = 8− 8 = 0
F{a,c} = 8− 4 = 4
F{b,c} = 8− 4 = 4
F{a,b,c} = 8− 8 = 0.






Ahora para cada I ⊆ E se obtiene el valor de SI
S{a} = F{a} + F{a,b} + F{a,c} + F{a,b,c} = 8
S{b} = F{b} + F{a,b} + F{b,c} + F{a,b,c} = 10
S{c} = F{a} + F{c} + F{a,b} + F{a,c} + F{b,c} + F{a,b,c} = 18
S{a,b} = F{a,b} + F{a,b,c} = 0
S{a,c} = F{a} + F{a,b} + F{a,c} + F{a,b,c} = 8
S{b,c} = F{a,b} + F{b,c} + F{a,b,c} = 4
S{a,b,c} = F{a,b,c} = 0.
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{a} 7→ ln 62− 16
62
ln 2
{b} 7→ ln 62− 20
62
ln 2
{c} 7→ ln 62− 36
62
ln 2
{a, b} 7→ ln 62
{a, c} 7→ ln 62− 16
62
ln 2
{b, c} 7→ ln 62− 8
62
ln 2
{a, b, c} 7→ ln 62.
Se presenta a continuación un ejemplo de una función submodular no decre-
ciente que define el operador de clausura de un espacio topológico
Ejemplo 2.9. Sea (E, τ) un espacio topológico y cτ su operador de clausura.
Se define
f : 2E → Z
I → f(I) = |cτ (I)|.
(14)
La función f : 2E → Z es submodular no decreciente y cf = c.
Demostración. Sean cτ el operador de clausura de una topoloǵıa definida
sobre el conjunto E y A,B ⊆ E. Por el principio de inclusión y exclusión de la
Teoŕıa de conjuntos y (CT5) se tiene que:
f(A ∪B) + f(A ∩B) = |cτ (A ∪B)|+ |cτ (A ∩B)|
= |cτ (A) ∪ cτ (B)|+ |cτ (A ∩B)|
= |cτ (A)|+ |cτ (B)| − |cτ (A) ∩ cτ (B)|+ |cτ (A ∩B)|
≤ |cτ (A)|+ |cτ (B)| − |cτ (A) ∩ cτ (B)|+ |cτ (A) ∩ cτ (B)|
= f(A) + f(B).
Si A ⊆ B, por la monotońıa cτ (A) ⊆ cτ (B), entonces f(A) = |cτ (A)| ≤
|cτ (B)| = f(B). Aśı, la función f es submodular y no decreciente.
A continuación se muestra que c = cf .
(⊆) Sean I ⊆ E y x ∈ cτ (I). Por la monotońıa e idempotencia del operador
de clausura, cτ (x) ⊆ cτ (I) entonces,
cτ (I ∪ x) = cτ (I) ∪ cτ (x) = cτ (I).
Por lo tanto, f(I) = f(I ∪ x). De aqúı y la Proposición 2.2, x ∈ cf (I).
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(⊇) Sean I ⊆ E y x ∈ cf (I). Entonces,
f(I) = |cτ (I)| = f(I ∪ x) = |cτ (I) ∪ cτ (x)|, (15)
luego cτ (x) ⊆ cτ (I). En consecuencia x ∈ cτ (I).
Las construcciones de las funciones submodulares fZ, rA y f motivan la si-
guiente definición.
Definición 2.10. Dada una FD-relación N (o un operador de clausura c), se
define λ(N ) (respectivamente λ(c)) como el subconjunto de funciones submo-
dulares no decrecientes tales que Nf = N ,
λ(N ) = {f : Nf = N}. (16)
La anterior forma de definir λ(N ) permite construir una partición sobre el
conjunto de funciones submodulares no decrecientes, o equivalentemente sobre
el conjunto de operadores de clausura definidos sobre un conjunto E, mediante
la relación de equivalencia definida de la siguiente manera: sean f y g funciones
submodulares no decrecientes, entonces f está relacionado con g, (f ' g), si y
sólo si, Nf = Ng, o de manera equivalente cf = cg.
Proposición 2.11. (i) Sean N una FD-relación y f ∈ λ(N ). Si α es un
número real positivo, entonces f +α y αf son funciones submodulares no
decrecientes en λ(N ).
(ii) El conjunto λ(N ) es cerrado bajo la suma usual entre funciones.
3. Espacios topológicos, FD-relaciones y funcio-
nes submodulares
Un operador de clausura c que define un espacio topológico (E, τ), satisface las
propiedades adicionales:






En esta sección se interpretan las propiedades (CT4) y (CT5) en términos
de las FD-relaciones y las funciones submodulares. Esta interpretación permi-
tirá caracterizar algunos conceptos y propiedades de los espacios topológicos
finitos tales como: conjunto cerrado, conjunto denso, punto de acumulación,
punto exterior y axiomas de separación en término de FD-relaciones y funcio-
nes submodulares.
En lo que sigue, cτ denotará al operador de clausura del espacio topológico
(E, τ) y Nτ la FD-relación que se obtiene a partir del operador de clausura cτ ,
es decir, Nτ = Ncτ .
Proposición 3.1. La FD-relación Nτ con soporte E satisface las propiedades
adicionales:
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(FD4) Si (φ, J) ∈ Nτ para algún J ⊆ E, entonces J = φ.
(FD5) Si (
⋃n
k=1 Ik, J) ∈ Nτ , entonces existe una colección {Jk}k=1,...,n tal
que J =
⋃n
k=1 Jk con (Ik, Jk) ∈ Nτ para todo k = 1, . . . , n.
Además, si una FD-relación N satisface (FD4) y (FD5), entonces el operador
de clausura cN satisface (CT4) y (CT5), es decir, cN es el operador de clausura
de una topoloǵıa.
Demostración. Sea Nτ la FD-relación con soporte E y cτ = cNτ el operador
de clausura de la topoloǵıa τ . Se mostrará que Nτ satisface (FD4) y (FD5).
Si (φ, J) ∈ Nτ , por la Proposición 2.1, y la propiedad (CT4),
J ⊆ cNτ (φ) = φ,
luego (FD4) se satisface. Si (
⋃n
k=1 Ik, J) ∈ Nτ , entonces por la Proposición











luego existen conjuntos Jk, k = 1, 2, . . . , n, tales que J =
⋃n
k=1 Jk y Jk ⊆ c(Ik),
por lo tanto (Ik, Jk) ∈ Nτ , en consecuencia (FD5) se cumple.
Por último se mostrará que si la FD-relación N satisface (FD4) y (FD5),











(⊆) Sea x ∈ cN (
⋃n
k=1 Ik) entonces por la Proposición 2.1, (
⋃n
k=1 Ik, x) ∈
NcN = N , luego por la propiedad (FD5), (Ik, x) ∈ N para algún k =
1, . . . , n. Aśı, x ∈ cN (Ik) y por consiguiente x ∈
⋃n
k=1 cN (Ik).
(⊇) Como Ik ⊆
⋃n
k=1 Ik, entonces por la monotońıa de los operadores de




k=1 cN (Ik) ⊆ cN (
⋃n
k=1 Ik).
Proposición 3.2. Si f es una función submodular no decreciente en λ(Nτ ),
entonces f satisface las siguientes condiciones:
(T4) Si J ⊆ E y f(φ) = f(J), entonces J = φ.
(T5) Si f (
⋃n
k=1 Ik) = f (
⋃n
k=1 Ik ∪ J), entonces existe una colección
{Jk}k=1,...,n tal que, J =
⋃
k=1,...,n Jk con f(Ik) = f(Ik ∪ Jk) para todo
k = 1, . . . n.
Además, si una función submodular no decreciente f satisface (T4) y (T5),
entonces el operador de clausura cf satisface (CT4) y (CT5), es decir, cf es el
operador de clausura de una topoloǵıa.
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Demostración. Sean Nτ una FD-relación con soporte E y f ∈ λ(Nτ ). Se
mostrará que f satisface las propiedades (T4) y (T5). Supongamos que f(φ) =
f(J), para algún J ⊆ E. Por la Proposición 2.2 (φ, J) ∈ Nτ . Entonces, por la
propiedad (FD4) de la Proposición 3.1 J = φ, luego (T4) se satisface.
Si f (
⋃n
k=1 Ik) = f (
⋃n
k=1 Ik ∪ J), por la Proposición 2.2 (
⋃n
k=1 Ik, J) ∈
Nτ , y por la propiedad (FD5) existe una colección {Jk}k=1,...,n tal que, J =⋃n
k=1 Jk con (Ik, Jk) ∈ Nτ , y como f ∈ λ(Nτ ) se sigue que f(Ik) = f(Ik ∪ Jk),
para todo k = 1, . . . , n, por lo tanto se cumple (FD5).
Por último, se mostrará que si la función submodular f satisface (T4) y
(T5), entonces el operador de clausura cNf satisface (CT4) y (CT5). La pro-
piedad (CT4) se sigue directamente de la Proposición 2.2 y la propiedad (T4).





(⊆) Sea x ∈ cNf (
⋃n





k=1 Ik ∪ x), entonces por (T5), f(Ik) = f(Ik ∪ x) para algún k =
1, . . . , n, aśı x ∈ cNf (Ik), es decir, x ∈
⋃n
k=1 cNf (Ik).
(⊇) Se sigue de la propiedad de monotońıa para los operadores de clausura
aplicada a cNf .
De este modo es posible definir un espacio topológico finito a partir de FD-
relaciones y funciones submodulares no decrecientes.
En el siguiente ejemplo se presenta una función submodular no decreciente
que define un espacio topológico.
Ejemplo 3.3. Consideremos la siguiente función f a valor entero, definida
sobre el conjunto E = {a, b, c}





{a, b} 7→ 4
{a, c} 7→ 4
{b, c} 7→ 5
{a, b, c} 7→ 5.
La función f es una función submodular no decreciente que satisface (T4) y
(T5). El operador de clausura cf asociado a la función submodular, no decre-
Bolet́ın de Matemáticas 21(1) 33–52 (2014)
Conexiones entre espacios topológicos finitos, FD-relaciones y funciones submodulares 45






{c} 7→ {a, c}
{a, b} 7→ {a, b}
{a, c} 7→ {a, c}
{b, c} 7→ {a, b, c}
{a, b, c} 7→ {a, b, c},
cf es el operador de clausura de la topoloǵıa
τ = {φ, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}}.
3.1. Algunos conceptos de espacios topológicos finitos
En las siguientes proposiciones, se caracterizan definiciones y propiedades de los
espacios topológicos finitos, mediante FD-relaciones y funciones submodulares.
Proposición 3.4. Sean (E, τ) un espacio topológico, cτ su operador de clau-
sura, f ∈ λ(Nτ ) y F ⊆ E. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) F es un conjunto cerrado.
(ii) (F, J) ∈ Nτ si y sólo si J ⊆ F .
(iii) f(F ) = f(F ∪ J) si y sólo si J ⊆ F .
Demostración.
El conjunto F es cerrado⇔ cτ (F ) = F
⇔ (F, J) ∈ Nτ para cada J ⊆ F
⇔ f(F ) = f(F ∪ J) para cada J ⊆ F .
Proposición 3.5. Sean (E, τ) un espacio topológico, cτ su operador de clau-
sura, f ∈ λ(Nτ ) y b ∈ E. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) b es un punto de acumulación del conjunto A.
(ii) (A− {b}, b) ∈ Nτ .
(iii) f(A) = f(A− {b}).
Demostración.
b es un punto de acumulación del conjunto A⇔ b ∈ cτ (A− {b})
⇔ (A− {b}, b) ∈ Nτ
⇔ f(A) = f(A− {b}).
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Las demostraciones de las siguientes proposiciones son similares a las anteriores.
Proposición 3.6. Sea (E, τ) un espacio topológico, cτ su operador de clausura,
f ∈ λ(Nτ ) y A ⊆ E. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) A es un conjunto cerrado.
(ii) (A,Aa) ∈ Nτ .
(iii) f(A) = f(A ∪Aa).
Proposición 3.7. Sean (E, τ) un espacio topológico, cτ su operador de clau-
sura, f ∈ λ(Nτ ), A ⊆ E y b ∈ E. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) b es exterior a A.
(ii) (A, b) /∈ Nτ .
(iii) f(A) < f(A ∪ b).
Proposición 3.8. Sean (E, τ) un espacio topológico, cτ su operador de adhe-
rencia, f ∈ λ(Nτ ) y A ⊆ E. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) A es denso.
(ii) (A,E) ∈ Nτ .
(iii) f(A) = f(E).
Ejemplo 3.9. Consideremos la función f submodular, no decreciente, definida
sobre el conjunto E = {a, b, c, d}






{a, b} 7→ 6
{a, c} 7→ 6
{a, d} 7→ 6
{b, c} 7→ 6
{b, d} 7→ 6
{c, d} 7→ 4
{a, b, c} 7→ 7
{a, b, d} 7→ 7
{a, c, d} 7→ 6
{b, c, d} 7→ 6
{a, b, c, d} 7→ 7.
La función f satisface las propiedades (T4) y (T5), es decir cf es el operador
de clausura de una topoloǵıa. Entonces,
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1. El conjunto {a, d} no es cerrado, puesto que f({a, d}) = f({a, c, d}), pero
{c} * {a, d}.
2. El punto a no es un punto de acumulación del conjunto {a, c, d}, debido
a que f({a, c, d}) 6= f({c, d}).
3. Los conjuntos densos son {a, b, c}, {a, b, d}, {a, b, c, d}.
4. El punto c no es exterior al conjunto {a,b,d}, puesto que f(a, b, d) =
f(a, b, c, d).
5. La colección de conjuntos cerrados es:
{φ, {a}, {b}, {a, b}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d}, {a, b, c, d}}.
3.2. Axiomas de separación
En el estudio de los espacios topológicos uno de los conceptos mas interesantes
es la separación de puntos o conjuntos del espacio mediante conjuntos abiertos.
Este tipo de separaciones se estudian bajo la denominación de axiomas de
separación Tk, k = 0, 1, 2, 3, 4, normales y regulares. En espacios topológicos
finitos los espacios T1, T2, T3 y T4 son espacios discretos. Nótese sin embargo,
que el espacio de Sierpinski, por ejemplo, es normal.
Proposición 3.10. (i) Sean (E, τ) un espacio topológico, cτ su operador
de clausura y f una función submodular no decreciente en λ(Nτ ). Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
a. (E, τ) es un espacio topológico T0.
b. Para todo x, z ∈ E con x 6= z, x /∈ cτ (z), o, z /∈ cτ (x).
c. Para todo x, z ∈ E con x 6= z, (x, z) /∈ Nτ , o, (z, x) /∈ Nτ .
d. Para todo x, z ∈ E con x 6= z, f(x) < f(x ∪ z), o, f(z) < f(x ∪ z).
(ii) Sean (E, τ) un espacio topológico y f una función submodular no decre-
ciente en λ(Nτ ). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a. (E, τ) es un espacio topológico T1.
b. Para todo x, z ∈ E con x 6= z, (x, z) /∈ Nτ , y, (z, x) /∈ Nτ .
c. Para todo x, z ∈ E con x 6= z, f(x) < f(x ∪ z) y f(z) < f(x ∪ z).
Demostración. (i) Sean x, z ∈ E con x 6= z, y (E, τ) un espacio topológico
T0 con operador de clausura cτ . Entonces, sin pérdida de generalidad
existe un conjunto abierto U tal que
x ∈ U y z /∈ U ⇔ z /∈ cτ (x)
⇔ (x, z) /∈ Nτ
⇔ f(x) < f(x ∪ z)
⇔ z /∈ cf (x) = cτ (x).
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(ii) Sean (E, τ) un espacio topológico T1 y cτ su operador de clausura. En-
tonces, para todo x, z ∈ E con x 6= z, existen conjuntos abiertos Ux y Vz
tales que
z /∈ Ux y x /∈ Vz ⇔ z /∈ cτ (x), y x /∈ cτ (z)
⇔ (x, z) /∈ Nτ y (z, x) /∈ Nτ
⇔ f(x) < f(x ∪ z) y f(z) < f(x ∪ z).
Proposición 3.11. Sean (E, τ) un espacio topológico y f una función submo-
dular no decreciente en λ(Nτ ). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) (E, τ) es un espacio topológico regular.
(ii) Si F es un conjunto cerrado y x ∈ E tal que x /∈ F , existe un par de
conjuntos U y V disyuntos y abiertos tales que (V c, x) ∈ Nτ y (U c, F ) ∈
Nτ .
(iii) Si F es un conjunto cerrado y x ∈ E tal que x /∈ F , existe un par de
conjuntos U y V disyuntos y abiertos tales que f(V c) = F (V c ∪ x) y
f(U c) = F (U c ∪ F ).
Proposición 3.12. Sean (E, τ) un espacio topológico y f una función submo-
dular no decreciente en λ(Nτ ). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) (E, τ) es un espacio topológico normal.
(ii) Si F y G son conjuntos cerrados y disyuntos, existe un par de conjuntos
U y V disyuntos y abiertos, tales que (V c, F ) ∈ Nτ y (U c, G) ∈ Nτ .
(iii) Si F y G son conjuntos cerrados y disyuntos, existe un par de conjuntos U
y V disyuntos y abiertos tal que f(V c) = f(V c∪F ) y f(U c) = f(U c∪G).
La demostración de las Proposiciones 3.11 y 3.12 es similar a la de la Proposi-
ción 3.10.
Ejemplo 3.13. La función submodular del Ejemplo 3.9 define el operador de
clausura cf , de una topoloǵıa regular.
4. Conclusiones
La realización de este art́ıculo surgió como continuación del trabajo desarro-
llado por Raul E. Varela [5]. Alĺı el autor plantea una pregunta acerca de la
relación entre los espacios topológicos y las FD-relaciones. Con el objetivo de
dar respuesta a este problema, se establecen en este art́ıculo las bases de las
conexiones entre las FD-relaciones, las funciones submodulares y los espacios
topológicos finitos. Lo anterior permite caracterizar conceptos tales como con-
junto cerrado, conjunto denso, puntos de acumulación, punto exterior y los
axiomas de separación en términos de las FD-relaciones y las funciones submo-
dulares.
A continuación se plantean algunas preguntas que podŕıan ser abordadas
en futuras investigaciones.
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1. Encontrar un algoritmo que determine todas las funciones submodulares
(salvo dilataciones o contracciones) que definan un espacio topológico
finito dado.
2. Describir el cono convexo que determina el conjunto de funciones submo-
dulares que definen un espacio topológico finito dado.
3. Estudiar los poliedros que definen topoloǵıas finitas, caracterizando el
poliedro independiente y el poliedro base de las funciones submodulares
asociadas a dicha topoloǵıa, ver [2].
4. Verificar que otras propiedades y conceptos básicos pueden ser caracte-
rizados mediante FD-relaciones y funciones submodulares, por ejemplo:
bases, compacidad, conexidad, continuidad, etc.
5. Estudiar los espacios topológicos finitos mediante las herramientas de la
Teoŕıa de la información, ver [4].
6. Estudiar una posible generalización de los resultados a espacios topológi-
cos infinitos, esto es posible hacerlo para ciertas topoloǵıas usando fun-
ciones de medida.
5. Anexo: Cálculo de las funciones fZ, f y rA en
espacios topológicos con 2 y 3 elementos
En esta sección se calculan los valores de las funciones fZ, f y rA para los dife-
rentes espacios topológicos que se definen sobre un conjunto de 2 y 3 elementos.
Sea E = {a, b}. Las topoloǵıas no isomorfas que se pueden definir sobre E
son:
τ1 = {φ, {a, b}},
τ2 = {φ, {a}, {b}, {a, b}},
τ3 = {φ, {a}, {a, b}},
y los valores de las funciones fZ, f y rA, se calculan a continuación
fZ τ1 τ2 τ3
φ 0 0 0
{a} 1 2 2
{b} 1 2 1
{a,b} 1 3 2
Tabla 1: Cálculo de valores para el polimatroide fZ : 2
E → Z, donde E = {a, b}
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f τ1 τ2 τ3
φ 0 0 0
{a} 2 1 2
{b} 2 1 1
{a,b} 2 2 2
Tabla 2: Cálculo de valores para el polimatroide f : 2E → Z, donde E = {a, b}
rA τ1 τ2 τ3
φ 0 0 0
{a} ln 6 ln 14− 27 ln 2 ln 10
{b} ln 6 ln 14− 27 ln 2 ln 10−
2
5 ln 2
{a,b} ln 6 ln 14 ln 10
Tabla 3: Cálculo de valores para la función de entroṕıa rA : 2
E → R, donde
E = {a, b}
Sea E = {a, b, c}. Las topoloǵıas no isomorfas que se pueden definir sobre E
son:
τ1 = {φ, {a, b, c}}
τ2 = {φ, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}
τ3 = {φ, {a}, {b}, {a, b}, {b, c}, {a, b, c}}
τ4 = {φ, {a}, {b}, {a, b}, {a, b, c}}
τ5 = {φ, {a}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}}
τ6 = {φ, {a}, {b, c}, {a, b, c}}
τ7 = {φ, {a}, {a, b}, {a, b, c}}
τ8 = {φ, {a, b}, {a, b, c}}
τ9 = {φ, {a}, {a, b, c}}.
Los valores de las funciones fZ, f y rA, se muestran a continuación
fZ τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6 τ7 τ8 τ9
φ 0 0 0 0 0 0 0 0 0
{a} 1 4 3 3 4 2 3 2 2
{b} 1 4 4 3 2 2 2 2 1
{c} 1 4 2 1 2 2 1 1 1
{a,b} 1 6 5 4 4 3 3 2 2
{a,c} 1 6 4 3 4 3 3 2 2
{b,c} 1 6 4 3 3 2 2 2 1
{a,b,c} 1 7 5 4 4 3 3 2 2
Tabla 4: Cálculo de valores para el polimatroide fZ : 2
E → Z, donde E =
{a, b, c}
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f τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6 τ7 τ8 τ9
φ 0 0 0 0 0 0 0 0 0
{a} 3 1 1 2 3 1 3 3 3
{b} 3 1 2 2 1 2 2 3 2
{c} 3 1 1 1 1 2 1 1 2
{a,b} 3 2 3 3 3 3 3 3 3
{a,c} 3 2 2 2 3 3 3 3 3
{b,c} 3 2 2 2 2 2 2 3 2
{a,b,c} 3 3 3 3 3 3 3 3 3
Tabla 5: Cálculo de valores para el polimatroide f : 2E → Z, donde E = {a, b, c}
rA τ1 τ2 τ3 τ4 τ5
φ 0 0 0 0 0
{a} ln 14 ln 74− 1437 ln 2 ln 62−
10
31 ln 2 ln 58−
8
29 ln 2 ln 46
{b} ln 14 ln 74− 1437 ln 2 ln 62−
8
31 ln 2 ln 58−
8
29 ln 2 ln 46−
10
23 ln 2
{c} ln 14 ln 74− 1437 ln 2 ln 62−
18
31 ln 2 ln 58−
22
29 ln 2 ln 46−
10
23 ln 2
{a,b} ln 14 ln 74− 437 ln 2 ln 62 ln 58 ln 46
{a,c} ln 14 ln 74− 437 ln 2 ln 62−
4
31 ln 2 ln 58−
8
29 ln 2 ln 46
{b,c} ln 14 ln 74− 437 ln 2 ln 62−
8
31 ln 2 ln 58−
8
29 ln 2 ln 46−
4
23 ln 2
{a,b,c} ln 14 ln 74 ln 62 ln 58 ln 46
rA τ6 τ7 τ8 τ9
φ 0 0 0 0
{a} ln 50− 1250 ln 2 ln 42 ln 26 ln 38−
8
19 ln 2
{b} ln 50− 1225 ln 2 ln 42−
8
21 ln 2 ln 26 ln 38−
12
19 ln 2
{c} ln 50− 1225 ln 2 ln 42−
14
21 ln 2 ln 26−
6
13 ln 2 ln 38−
12
19 ln 2
{a,b} ln 50 ln 42 ln 26 ln 38− 819 ln 2
{a,c} ln 50 ln 42 ln 26 ln 38− 819 ln 2
{b,c} ln 50− 1225 ln 2 ln 42−
8
21 ln 2 ln 26 ln 38−
12
19 ln 2
{a,b,c} ln 50 ln 42 ln 26 ln 38
Tabla 6: Cálculo de valores para el polimatroide rA : 2
E → R, donde E =
{a, b, c}
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